CONCEPTE / TEOREME MATEMATICE DE UZ
A PRACTIC
IN EXERCITAREA PROFESIEI DE INGINER



1. Prezentati Formula lui Taylor pentru functii de o variabili si modul cum se
utilizeazid in aproximarea functiilor prin polinoame.

Rdaspuns:
Fie f:1cR—> Rsixgel fe Cf” . Are loc formula lui Taylor
Jix) = Ty(x) + Ry(x)

unde T, este polinomul lui Taylor de ordin »n, iar R, este restul

fl(x0 )+t 02 (W ),

1! n

Ty(x)=f(xp)+

x—Xp (x—xp)"
f

(x— I{J)HH
(n+1)!

Rezulta formula de aproximare pentru f{x) intr-o vecindtate V a lui xg;

Jix) = Tx)

R, (x)= FU (x, +0(x—x,)),0< 8< 1.

cu eroarea &, = sup |R" (x)l .
xel’

2. Definiti notiunile de valori si vectori proprii ai unui operator liniar.
Rdspuns:
Fie V un spatiu vectorial peste corpul K s1 f: V — V un operator liniar. Un vector
nenul v € V se numeste vector propriu al operatorului f dacé existd un scalar A din K afi.
fiv)= Av. Scalarul 1 se numeste valoare proprie.

3. Mentionati modul de determinare al extremelor unei functii de 2 wvariabile,
derivabila partial.

Rdspuns:
Extremele functiei u = u(x, y) se gasesc printre punctele stationare asociate, care sunt
ou
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oxay ox”

respectiv este punctde maxim dacd —-——| ——| >0 51 —<0.
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4. Definiti urmitoarele notiuni: media aritmeticd, media aritmeticd ponderatd si
media geometrica.
Rispuns:
Fie {x|, x2, ..., xy} 0 muliime nevidi de date (numere reale) cu ponderile nenegative
Pupe -
- + +ee
Media ponderatd este M, = it ¥ Pats Pt
PLtpatpy
mari contribuie mai mult la medie). Formula poate fi simplificatd cind ponderile sunt

. (elementele care au ponderi mai

n i
normalizate, adicd: ), p,=1.Inacestcaz M, =% px,.

i=1 i=l

Media aritmeticd M, este un caz particular al mediei ponderate M, in care toate

. I
ponderile sunt egale p, =—.
n

_ XX ety

Avem M =

a

x; (M, indicd tendinta centrald a unui set de

i
=1 n

1
n
numere).

Media geometricd M, = 2 %y, dacd x>0, 0= 1n. Media geomelricd are

urmitoarea interpretare geometricd. Media geometricd M, =./ab , a doud numere a, b € R.

este egala cu latura unui patrat cu aceeasi suprafata ca si un dreptunghi cu laturile a 51 b.

5. Definiti notiunea de probabilitate conditionatd, enuntati si interpretati formula lui
Baves.
Rilspuns:

Fie {E K, P} un camp de probabilitate 51 4, B e K doud evenimente cu P(A4)=0. Se
numegte probabilitate a evenimentului B condifionatd de 4 expresia:

P(A A B)
P(A)
Fie §={B,.B,...B, } un sistem complet de evenimente.

P(B)=PiB/A)=

"

Deci E=|JB,.B K B[\B,=¢,i#j. Se mai spune ci sistemul S este o desfacere a
i=l

evenimentului sigur £, iar evenimentele B; se numesc cauze.

Formula lui Baves

P(B )P, (A
P.(B)=— (B,)- Py (A)
Ey%%}ﬁdA)
J=1
Aceastd formuld exprimd probabilitatea unei cauze in ipoteza ¢ evenimentul 4 s-a
produs sau mai precis este probabilitatea cd producerea evenimentului 4 si fie determinata de
cauza B; .




6. Definiti pentru o variabild aleatoare discretd urmitoarele caracteristici numerice:
valoarea medie, dispersia si abaterea medie patratica.
Rispuns:

Fie £ o variabild aleatoare discretd cu distributia

X, X, X, "
~f{ Ve ]:ZP:':L Pf:P(‘f:-"f}

PrsPasess Py ) izl

L
Valoarea medie M(£)=% x p, . Valoarea medie reprezinti o valoare in jurul careia se
1=l

constatd o grupare a valorilor variabilelor aleatoare.
. . 2
Dispersia D (&)= 6" = M[[: - M(£) ]

Abaterea medie patratici D)= a=+/D*(£) .

Dispersia 51 abaterea medie patratica sunt indicatori care caracterizeazi “imprastierea”™
valorilor unei variabile aleatoare dind o indicatie asupra gradului de concentare a valorilor
variabilel in jurul valorii sale medii.

7. Definiti transformata Laplace si stabiliti formula de calcul a derivatei.

Rispuns:
Dacd feste o functie original, fransformata Laplace a lui feste:

(LAY ()= [ f()e™"dr.
i

Imaginea derivatel

(LF ) (8)=s(LF)(s)= f(0,)

8. Definiti Transformata Z (Laplace discretd) si calculati imaginea ei pentru semnalul
discret treapti - unitate.

Rispuns:
Daca {f,} este un sir original, transformata Z a lui este:

ZU) ()= 3 f="

n=il
Pentru sirul treaptd - unitate
0, n=0
a(n)=
I, nz0, neZ
transformata 7 este
Za(n)z)= Z:""' = inl, pentru |:|‘;- 1.

n=i) | -



9. Coordonate polare, cilindrice §i sferice.

Rispuns:
a). Trecerea la coordonate polare:

X= pCose
{v = psing
unde
p e [0,0); ¢ e [0,2m),
stabileste legatura intre coordonatele carteziene (x, y) ale unui punct din plan $i coordonatele
polare (o, ¢) ale aceluiagi punct.

b). Trecerea la coordonate cilindrice:
X = pCosg
y=psing

L8]

unde

pell, =) pel0,2r)zeR,
stabileste legdtura intre coordonatele carteziene (x, y, ) ale unui punct din spatiu $i coordonatele
cilindrice (g, ¢, =) ale aceluiasi punct.

c). Trecerea la coordonatele sferice:

X = peosgsin f

¥ = psingsin 8

z=pcos
unde

pe [0,x) ¢el0,2n), 0 [0, n],

stabileste legitura intre coordonatele carteziene (x, y, ) ale unui punct din spatiu $i coordonatele
sferice (o, ¢, @) ale aceluiagi punct.



10. Marimi geometrice sau fizice care se calculeazd cu ajutorul integralelor. Formula de
calcul a fluxului unui cdmp vectorial.
Rdaspuns:

Aria unui domeniu plan, volumul unui corp, masa, centrul de greutate, momentele de
inertie, lucrul mecanic.

Fie S o suprafatd netedd si v = Pi+0Q j+ Rk un camp vectorial continuu pe S. Fluxul
campului v prin suprafata S orientatd de versorul normalei 71 = (cos &)i +(cos ) j+(cosy)k la
suprafata S este J-J-'r - ndS =_[_[(P cosa+Qcosf+ chsy)dS.

s S

11. Derivata dupé o directie a unei functii reale. Notiunile de gradient, divergenta si rotor,
Rispuns:
Fie f:Dc R’ - R_fix,y,2) un cdmp scalar si 5 € R?,

5|=1 un versor @ € D . Numim
derivata functiei fin punctul @ dupadirectia § urmétoarea limita

Hmﬂﬂﬁﬂﬂ—ﬂmkgém)
=0 iy
of

Derivata F[E)caractcrizcaza viteza de variatie a functiei / in punctul @ dupa
78

directia § . Numim gradientul functiei / in punctul @ urmétorul vector

grad f(@)=Vf(@)=—L / L@k

— .-+ — -.+
PG aj(a)) .

unde Nabla este operatorul lui Hamilton V. = k.

af

o8

i+—Jj+
dx d&j° o0z

Se aratd ca (a)=5-Vf(a) adicd derivata cAmpului scalar in & dupd directia § este
egald cu produsul scalar al gradientului cu versorul § .
Rezulta de aici ca directia gradientului unui cdmp scalar este aceea dupd care derivata
dupd o directie are valoarea maxima, adicd cAmpul are cea mai rapida variatie.
Fie v : U/ - R un cimp vectorial pe multimea deschisa U c R”, v =(P,0.R).
Divergenta campului ¥ intr-un punct curent din U este scalarul (numarul);
L 0 R
divy=—-+—"+
édx Jdy @&z
Rotorul cAmpului ¥ intr-un punct curent din U este vectorul:
- [@R 0Q). [éP @R\ [0Q &P\ ~
rot v = ——= | ——— | == k =Vxv

ey o= 0z Ox ox Qay

=Vxv




12. Sa se scrie seria si coeficientii Fourier pentru un semnal periodic continuu.
Raspuns:

Fie /- R — R o functie integrabila si periodicd de perioadd T §1 @ = 2?” pulsatia.
Coeficientn Fourier sunt:

a, =

.
[ /1Y) cos nwdt, n=0,1,...
0

~ |2

-
b, = %J’f(r) sin nwdt, n=12,..
0

Seria Fourier asociata lui feste:

a o
% + > (a, cosnm t+b, cosnwt)
n=l

13. Definitia transformatei Fourier. Formula de inversare Fourier.
Rispuns:
Transformata Fourier a unei functii absolut integrabile f: R — C este:
f(@)= ] f(oe™"d
R

Formula de inversare Fourier:
| .
= — ot g
f(1) 2}“J‘f(ﬂi')e' @

14. Sa se scrie formula de filtrare si transformata Fourier pentru impulsul unitate.

Raspuns:
Formula de filtrare este: &(x — xo)= J,, ,unde o este distributia lui Dirac.

Transformata Fourier este: & =1 .

15. Sa se rezolve problema Cauchy:
{X'[I) =a(t) x(1)
x(tg) = X,

unde functia @ = a(r) este continud.

Rispuns:
Seriem ecuatia sub forma
z'(8) (s)
= a(s),
z(s)
cu s arbitrar, si integram intre £, si £:
- , . z(t) ’
Inz(t) — Inx(ty) = a(s)ds <> In — als)ds
o L -I[fﬂ] Jig
de unde
¢ 5
z(t) = .1‘(Jﬁ'r'ﬂ e



