CONCEPTE / TEOREME MATEMATICE DE UZ PRACTIC
N EXERCITAREA PROFESIEI DE INGINER

1. Scrieti Formula lui Taylor pentru functii de o variabili si modul cum se utilizeaza in
aproximarea functiilor prin polinoame.

Raspuns:
Fie f:IcR—>Rsixo e |, feC/™. Are loc formula lui Taylor
f(x) = Ta(x) + Rn(X)
unde T, este polinomul lui Taylor de ordin n, iar R, este restul

X—=Xp
1!

T,(x)= f(%0)+ f’(xo)+...+(x_n—xlo)nf(”)(x0),

(X—Xo)n+1 (n+1)
Rn(X):wf (X0+9(X—XO)),0<0<1.

Rezulta formula de aproximare pentru f(X) intr-o vecinatate V a lui xo:

f(x) = Th(x) ,

cu eroarea &, =sup|R, (X)|.
xeV

2. Ce este 0 baza intr-un spatiu liniar finit dimensional si cum se exprima coordonatele unui
vector relativ la o baza ?

Raspuns:

Fie V un spatiu vectorial V peste corpul K. O baza este un sistem de vectori B = (e, €, ..., €y) din V,
liniar independenti si care genereaza spatiul V, adicd orice vector Ve V se exprima ca o combinatie
liniard de vectorii din B: V=X €1 + Xo €, + ... + Xy €n, X1, X2, ..., Xn € K. Scalarii X, X, ..., X, S&€ humesc
coordonatele vectorului v in baza B.

3. Definiti notiunile de valori si vectori proprii ai unui operator liniar.
Raspuns:
Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si f:V — V un operator liniar. Un vector nenul v
V se numeste vector propriu al operatorului f daca exista un scalar 4 din K a.i. f(v) = Av. Scalarul
A se numeste valoare proprie.

4. Definiti derivatele partiale pentru functii de 2 variabile. Scrieti formula de aproximare a
unei functii cu ajutorul diferentialei.

Raspuns:
Fie f : A= R?> - R de variabile x si y si (Xo, Yo) € A, unde A este deschisd. Derivatele partiale
ale lui f in raport cu X, respectiv y, in punctul (Xo, Yo) se definesc prin:
of f(X,¥o0) — (X0, o)

—(Xg,Yo) = lim :
6X( 0 Yo) o X=X




ﬂ(Xo,yo)= lim f (X0, ¥) = T (X0, Yo) ,
ay Y—>Yo y_yo

daca limitele sunt finite.
Formula de aproximare a functiei f, pentru orice pereche (x, y) dintr-o vecinatate a lui  (Xo, Yo),
este

f(xy)= (X Vo) + (df)(xo,yo)(X— Xos Y = Yo) »
unde

of of
(df)(xo,yo)(X_XO' Y—Yo) zg(xm YO)(X—Xo)+a—y(X0a Yo)(Y—Yo)

este diferentiala functiei f in punctul (Xo, Yo).

5. Definiti transformata Laplace si stabiliti formula de calcul a derivatei.

Raspuns:
Daca f este o functie original, transformata Laplace a lui f este:

(LF) (s) = T f(t)eS'dt .
0

Imaginea derivatei

(LE) (s)=s-(LF)(s)-F(0,)

6. Definiti pentru o variabila aleatoare discretd urmaitoarele caracteristici numerice: valoarea
medie, dispersia si abaterea medie patratica.

Raspuns:
Fie & o variabila aleatoare discretd cu distributia

X1 X0y Xy n
: ! i:l’ i:P =X
é(pl,pz,...,pnjizl:p P (f X)

Valoarea medie: M((f):Zn:xi p, .
i=1

Valoarea medie reprezintd o valoare in jurul cdreia se constatd o grupare a valorilor variabilelor
aleatoare.

Dispersia : D*(£)=c=M [(cf ~M (cf))ZJ
Abaterea medie patratica : D(/f) =o=4D?() .

Dispersia si abaterea medie patraticd sunt indicatori care caracterizeaza “Imprastierea” valorilor

unei variabile aleatoare dand o indicatie asupra gradului de concentare a valorilor variabilei in jurul
valorii sale medii.

7. Definiti Transformata Z (Laplace discretd) si calculati imaginea ei pentru semnalul discret
treapta - unitate.

Raspuns:



Daca {f,} este un sir original, transformata Z a acestui sir este:

Z(f,) (2) = iofnz—“.

0, n<O
o(n)=
1, n=0, neZ

Pentru sirul treapta - unitate

transformata Z este

S, L
Za(n)(z):g)z = _1—2_1,

pentru |z| > 1.

z

8. Sa se scrie seria si coeficientii Fourier pentru un semnal periodic continuu.

Raspuns:

Fie f: R — R o functie integrabila, periodica de perioada T, iar w = % este pulsatia. Coeficientii Fourier
sunt:

5 (T
a,==| flt)cosnwdt, n=0,1,...
TJy
T
2 .
bn:—J‘ f(t)sinnwdt, n=1,2,...
T Jo

Seria Fourier asociat lui f este:

a
ED + Z (z, cosnwt + b, sin nwt)
n=1

Aplicatii:

1. Sa se determine punctele de extrem ale functiei f : R’ >R,

f(X,y)=3x*+3y” +5xy —4x -7y +11.

Raspuns:
Punctele de extrem ale lui f se gasesc printre punctele stationare asociate, care sunt solutiile
sistemului
a 0
ox 6x+5y—-4=0 x=-1
of = =
90 6y+5x—-7=0 y=2 .
oy

Pentru a studia natura lui M(=1,2), se calculeaza



o°f o° f o°f
-~ H’”'WH’Z){ o

(-1,2) =6 >0, rezulta ca M(—1,2) este punct de minim pentru f .

2
(—LaJ =6-6-52=11>0

2

si cum 5

2. Se da matricea

4 1 -1
A=l2 5 -2|
4 4 -1

Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii corespunzatori.

Raspuns:
Se calculeaza polinomul caracteristic

4-4 1 -1
D) =det(A-Al)=| 2 5-4 -2 |=Q2-A)(A-3>
4 4 -1,

Rezolvand ecuatia caracteristicd p,(4) = 0se obtin valorile proprii 4, =2 sid, =4, =3.
Pentru A, =2, vectorii proprii v=(X,Y,z) se vor determina rezolvand ecuatia matriceald
(A—=A;)-v =0, care este echivalentd cu sistemul omogen

2x+y—-z=0
2x+3y—-2z=0
4x+4y-32=0

care are solutia v= %(1,2,4) ,acR.

Pentru A, = 3se obtine sistemul

X+y—-z=0
2X+2y—-2z=0
4x+4y—-4z=0

care are solutia v=(-8+y,6,7), B.7 €R.



FIZICA

1. Enuntati teorema energiei mecanice pentru un punct material.

Raspuns: Variatia energiei mecanice totale pentru un punct material asupra ciruia actioneazd atat forte
conservative cat si forte neconservative este egala cu lucrul mecanic efectuat de fortele neconservative
(dissipative).

2. Prin ce se aseamana /deosebesc oscilatorii ideali de cei amortizati sau de oscilatorii fortati
(intretinuti)?
Raspuns: Oscilatorii ideali si cei intretinuti au amplitudine constanta iar amplitudinea
oscilatorilor amortizati scade exponential in timp. Pulsatiile oscilatorilor sunt diferite.

3. Care sunt concluziile calculelor asupra energiei undei elastice ?
Raspuns: Energia undei elastice nu poate fi stocata intr-un a numit volum al mediului de propagare;
ea se transmite prin mediul de propagare al undei .

4. Enuntati legea inductei electromagnetice a lui Faraday.
Rdspuns: Tensiunea electromotoare indusd intr-un circuit este egald cu viteza de variatie a
fluxului magnetic @ prin suprafata acelui circuit, luatd cu semn schimbat:
do,,
dt
5. Ce este polarizarea undelor transversale ? Dati exemple de unde polarizate.
Raspuns: Polarizarea undelor transversale reprezintd fenomenul prin care se poate filtra
dintr-o unda numai componenta intr-un anumit plan a vectorului de vibratie caracteristic al
undei. Ex: unda liniar polarizatd, unda partial polarizatd, unda polarizata circular.
6. Asupra unui corp actioneaza o forta care variaza dupa legea: F(x) = 2 X -1 (N), cu x exprimat in
metri. Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat de fortd pentru a deplasa corpul din X;= 0 pina in X= 2
m.

Rezolvare: Din interpretarea graficd a lucrului mecanic rezulta: L = f; F(x)dx= 2],

£=-

7. Un motor termic care functioneazd dupa un ciclu Carnot intre T; =400K si T, =200K primeste intr-
un ciclu caldura Q; =1.2kJ. Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat in contact cu sursa calda .
Rezolvare: Randamentul ciclului Carnot: =1 — T,/T;; n=L/Q1; =0.5; L=0.5 Q,=600J.

8. Un corp de masa m este legat de un resort orizontal (cu constanta elastica K) si este pus in migcare de
oscilatie armonica ideala, avand perioada T;. Corpul de masa m este indepartat si inlocuit cu un alt corp
de masa 2m. Care este perioada de oscilatie T, a corpului cu masa 2m ?

Raspuns: Pulsatia proprie a oscilatorului ideal este: wy = u'i’ iar relatia dintre wq si perioada este:
a)o:2T[/T.

. . . : . . fm [2m -
Folosind succesiv aceste relatii pentru corpurile m si 2m, se obtine: T1=2n ﬂlﬁ,—:; T,=2n ﬂle= TivV2.
9. Un condensator plan avand un dielectric cu =2 este incarcat si apoi decuplat de la sursa de tensiune
continud. Daca se scoate dielectricul si se mareste suprafata armaturilor condensatorului de 4 ori cum

se modifica energia campului electric?



Rispuns:
Condensatorul plan, cu armaturile plan-paralele are capacitatea Cdirect proportionala cu aria

. ek s . y . : €S
unei fete a armaturii Ssi invers proportionala cu distanta dintre ele d: C = i

Energia campului electric dintre armaturile condensatorului este egala cu lucrul mecanic efectuat
2 2d
pentru incarcarea lui cu sarcina @: W =L = Q—; W= Q .
2C 2&S
Folosind succesiv expresia energiei campului electric dintre armaturile condensatorului pentru
2 2 2
. PSRV . d d d W
situatia initiala si finald, se obtine: W, :Q— = Q ; W, = Q =—,
25,6,S  4g,S 8e,S 2
10. Din ce cauza conducivitatea electrica a semiconductorilor intrinseci creste puternic cu
temperatura peste 500K?
Raspuns: Electronii din banda de valenta obtin suficienta energie pentru traversarea benzii
interzise si trec In banda de conductie, fapt ce determind cresterea conductivitatii
semiconductorului intrinsec.

UNITATI DE MASURA

ale Sistemului International

1. Specificati unitatea SI si simbolul pentru timp. Specificati factorul de multiplicare si simbolul
pentru nano (exemplu: atto = 108, a).
Unitatea Sl pentru timp este secunda. Simbolul sau este s. Factorul de multiplicare pentru nano
este 10°. Simbolul siu este n.
2. Specificati unitatea SI si simbolul pentru intensitatea curentului electric. Specificati factorul de
multiplicare si simbolul pentru mili (exemplu: atto = 1072, a).
Unitatea Sl pentru intensitatea curentului electric este amperul. Simbolul sau este A. Factorul de
multiplicare pentru mili este 103, Simbolul siu este m.
3. Specificati unitatea SI si simbolul pentru frecventa. Specificati factorul de multiplicare si simbolul
pentru giga (exemplu: atto = 1078, a).
Unitatea Sl pentru frecventa este hertul. Simbolul sau este Hz. Factorul de multiplicare pentru
giga este 10°. Simbolul siu este G.
4. Specificati unitatea SI si simbolul pentru tensiune electricd, diferentd de potential si tensiune
electromotoare. Specificati factorul de multiplicare si simbolul pentru micro (exemplu: atto = 108,
a).
Unitatea Sl pentru tensiune electrica, diferentd de potential si tensiune electromotoare este
voltul. Simbolul siu este V. Factorul de multiplicare pentru micro este 10°. Simbolul sdu este L.
5. Specificati unitatea SI si simbolul pentru putere. Specificati factorul de multiplicare si simbolul
pentru mega (exemplu: atto = 108, a).
Unitatea Sl pentru putere este wattul. Simbolul sau este W. Factorul de multiplicare pentru mega
este 10°. Simbolul siu este M.
6. Specificati unitatea SI si simbolul pentru rezistenta electrica, impedantd si reactantd. Specificati
factorul de multiplicare si simbolul pentru kilo (exemplu: atto = 1072, a).



10.

Unitatea S| pentru rezistenta electricd, impedanta si reactanta este ohmul. Simbolul sdau este .
Factorul de multiplicare pentru kilo este 10°. Simbolul siu este k.
Specificati unitatea SI si simbolul pentru CaEaCitatea electrica. Specificati factorul de multiplicare
si simbolul pentru pico (exemplu: atto = 107, a).
Unitatea S| pentru capacitatea electrica este faradul. Simbolul sau este F. Factorul de
multiplicare pentru pico este 102, Simbolul sdu este p.
Specificati unitatea SI si simbolul pentru inductantd. Specificati factorul de multiplicare si simbolul
pentru mili (exemplu: atto = 1078, a).
Unitatea Sl pentru inductanta este henry. Simbolul sau este H. Factorul de multiplicare pentru
mili este 107°. Simbolul siu este m.
La masurarea unui curent electric s-a obtinut valoarea de 0.00035 A. Convertiti valoarea masurata
in mA si pA.
0.00035 4=0.00035*10> mA=0.35 mA
0.00035 A=0.00035x10° uA=350 uA.
Exprimati in kHz si in MHz frecventa unui semnal a cérui perioada este 20 ps.

1 1 1 10%

f=== = — = Hz = 0.05 MHz = 50 kH=.
T 20us 20x107%s 20




